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Введение. Рассмотрим стационарное поле Xij на целочисленной
прямоугольной решетке, описываемое разностным авторегрессион-
ным уравнением

Xij = a10Xi−1,j+a01Xi,j−1+a11Xi−1,j−1+εij , i, j = 0,±1,±2, . . . , (1)

где a = (a10, a01, a11)T — (неслучайные) коэффициенты, а εij – неза-
висимые одинаково распределенные случайные величины с нулевым
математическим ожиданием Eεij и конечной дисперсией Dεij . Такие
поля описывают различные характеристики изображений (яркость, ин-
тенсивность, градации серого и т.д.) в теории распознавания образов
и обработки изображений, одной из основных задач которой является
фильтрация изображений на фоне шума посредством оценивания ав-
торегрессионных коэффициентов a = (a10, a01, a11)T по наблюдениям
Xij , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n [1].

Если обновляющее поле εij является гауссовским, то наилучши-
ми оценками параметра a будут оценки наименьших квадратов [2],
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определяемые как точка минимума функции

LLS(a) =
m∑

i=1

n∑

j=1

(Xij − a10Xi−1,j − a01Xi,j−1 − a11Xi−1,j−1)
2
. (2)

На практике, однако, предположение о гауссовости εij (а значит,
и Xij) обычно нарушается из-за грубых ошибок в измерении Xij

[3]. С помощью компьютерного моделирования было показано, что
в этом случае оценки наименьших квадратов уступают в эффектив-
ности знаковым и ранговым оценкам, оценкам наименьших модулей,
М-оценкам и обобщенным М-оценкам [4–8].

В данной работе вводятся теоретические характеристики устойчи-
вости оценок к засорению наблюдений грубыми ошибками, которые
вычисляются для М-оценок, обобщенных М-оценок, оценок наимень-
ших модулей и оценок наименьших квадратов параметра a. Подтвер-
ждается вывод о предпочтительности обобщенных М-оценок при за-
сорении наблюдений грубыми ошибками.

Постановка задачи. М-оценки параметра a по наблюдениям Xij ,
i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, определяются [7] как точка минимума
функции

LM(a) =
m∑

i=1

n∑

j=1

ρ(Xij − a10Xi−1,j − a01Xi,j−1 − a11Xi−1,j−1), (3)

где, например,

ρH(x) =

{
x2, если |x| ≤ k,

2k|x| − k2, если |x| > k,
(4)

— семейство функций Хьюбера [9, 10], k > 0, или

ρT (x) =






1−

(

1−
(x
k

)2)3
, если |x| ≤ k,

1, если |x| > k,

— семейство функций, называемое бивесом Тьюки [9, 10], k > 0.
Рекомендации по выбору ρ(x) имеются в [9, 10]. В частности, если
ρ(x) = x2, то получаются оценки наименьших квадратов, а если
ρ(x) = |x| — оценки наименьших модулей.

Пусть плотность f случайных величин εij является смесью двух
гауссовских плотностей:

f(x) = (1− γ)
1

√
2πσ1

e
−
x2

2σ21 + γ
1

√
2πσ2

e
−
x2

2σ22 , 0 < γ < 1, (5)

имитирующих появление с небольшой вероятностью γ среди εij ,
Dεij = σ

2
1 , величин с аномально большой диспрсией σ22 , σ

2
2 � σ21 .
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Тогда, например, для семейства функций Хьюбера (4) при
k ∈ (1,5; 2) М-оценки почти не уступают в эффективности оценкам
наименьших квадратов при γ = 0 в (5) и почти так же эффективны, как
оценки наименьших модулей при γ ∈ (0,05; 0,2), когда эффективность
оценок наименьших квадратов невысока (см. [7]).

Предположим теперь, что вместо поля Xij наблюдается поле Yij
вида

Yij = Xij + νijζij, (6)

где ζij — независимые одинаково распределенные случайные величи-
ны, а νij — независимые бернуллиевские случайные величины, при-
нимающие значения 1 и 0 с вероятностями δ и 1 − δ соответственно,
0 ≤ δ ≤ 1. Предположим, что поля εij , νij и ζij не зависят друг от друга.
Модель (6) описывает загрязнение поля Xij небольшой долей δ (обыч-
но на практике 0 < δ < 0,2) случайных ошибок ζij . Например, при
измерении поля Xij с вероятностью δ происходит сбой измеритель-
ной аппаратуры, и во время сбоя вместо Xij наблюдается ζij . В этом
случае М-оценки теряют эффективность.

Дело в том, что если ρ — выпуклая дифференцируемая функция, то
минимизация LM(a) в (3) равносильна решению системы уравнений

LM(a) = 0, (7)

где

LM(a) =
m∑

i=1

n∑

j=1

ψ
(
Xij − X̃

T
ija
)
X̃ij , (8)

ψ(x) = ρ′(x), X̃ij = (Xi−1,j, Xi,j−1, Xi−1,j−1)
T , а T — символ операции

транспонирования. Потеря эффективности М-оценок при загрязнени-
ях (6) связана с неограниченным множителем X̃ij в системе уравне-
ний (7), влияние которого на решение этой системы может быть сколь
угодно велико при замене Xij на Yij вида (6) и достаточно больших
значениях ζij в (6).

Определим обобщенные М-оценки параметра a как решение си-
стемы

LGM(a) = 0, (9)

где

LGM (a) =
m∑

i=1

n∑

j=1

ψ
(
Xij − X̃

T
ija
)
gij(X̃), (10)

gij(X̃) = (g(Xi−1,j), g(Xi,j−1), g(Xi−1,j−1))
T , а g — некоторая функция.

Выбрав в качестве g ограниченную функцию, можно ограничить влия-
ние экстремальных значений ζij на решение уравнения (9). Например,
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в качестве g можно взять половину производной

1

2
ρ′H(x) =

{
x, если |x| ≤ k,

k, если |x| > k,

ρ-функции Хьюбера (4). В этом случае, если Xi−1,j , Xi,j−1, Xi−1,j−1

невелики, то слагаемое ψ(Xij−X̃T
ija)gij(X̃) в (10) совпадает со слагае-

мым ψ(Xij − X̃T
ija)X̃ij в (8). В противном случае вектор

ψ(Xij − X̃T
ija)gij(X̃) будет “подрезан” и его длина никогда не пре-

высит k2
√
3.

В работах [6–8] чувствительность обобщенных М-оценок,
М-оценок и оценок наименьших модулей к загрязнениям вида (6)
исследовалась c помощью компьютерного моделирования. Показано,
что с ростом δ в (6) разность между оценкой параметра a и самим па-
раметром увеличивается, что может свидетельствовать о смещенности
этих оценок. Возникает необходимость в количественной оценке этого
смещения, например, как это было сделано для более простых моде-
лей путем определения кривой чувствительности, кривой влияния и
функции влияния [9, 10].

Определения и свойства функционала влияния и коэффициен-
та чувствительности к большой ошибке. В работах [6–8] доказана
состоятельность обобщенных М-оценок, М-оценок и оценок наимень-
ших модулей при δ = 0 в (6). Исследуем поведение этих оценок при
δ > 0.

Предположим, что âmn — оценка параметра a и при m,n → ∞ по
вероятности âmn → a(δ). Если δ 6= 0, то оценка âmn, вообще говоря,
перестает быть состоятельной, т.е. a(δ) 6= a(0). Определим функционал
влияния IF (a(δ), Fζ) оценки âmn по формуле

IF (a(δ), Fζ) =
d

dδ
a(δ)

∣
∣
∣
∣
δ=0

;

IF (a(δ), Fζ) характеризует величину главного линейного члена в раз-
ложении асимптотического смещения

a(δ)− a(0) = IFδ + o(δ), δ → 0,

и зависит от a(δ) и от функции распределения Fζ случайной величи-
ны ζ11.

Лучше других противостоять засорениям вида (6) наблюдений Xij

будут оценки с ограниченным IF (a(δ), Fζ). Обозначим через F мно-
жество возможных функций распределения случайных величин ζij .
Назовем величину

GES(F, a(δ)) = sup
Fζ∈F
|IF (a(δ), Fζ)|
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коэффициентом чувствительности оценки âmn к большой ошибке.
Оценку âmn будем называть робастной на семействе распределений
F, если GES(F, a(δ)) <∞.

Найдем функционал влияния и коэффициент чувствительности к
большой ошибке для обобщенных М-оценок, М-оценок, оценок наи-
меньших квадратов и оценок наименьших модулей.

Обозначим для i, j = 0,±1,±2, . . .

Ỹij=(Yi−1,j, Yi,j−1, Yi−1,j−1)
T , gij(Ỹ )=(g(Yi−1,j), g(Yi,j−1), g(Yi−1,j−1))

T ,

Lmn(a) =
1

mn

m∑

i=1

n∑

j=1

ψ
(
Yij − Ỹ

T
ij a
)
gij(Ỹ ), (11)

L(δ, a) = E
[
ψ
(
Y11 − Ỹ

T
11a
)
g11(Ỹ )

]
. (12)

Обозначим через B = E[X̃11g11(X̃)T ] взаимную ковариационную ма-
трицу векторов X̃11 и g11(X̃):

B =




r0,0 r1,−1 r0,−1
r−1,1 r0,0 r−1,0
r0,1 r1,0 r0,0



 ,

где
rα−p,β−q = E[Xαβg(Xpq)], (α, β) ∈ I, (p, q) ∈ I,

I = {(1, 0), (0, 1), (0, 0)}.

Теорема. Пусть âmn — решение уравнения Lmn(a) = 0, âmn → a(δ)
и L(δ, a(δ)) = 0 для любых достаточно малых δ,

E|ψ(Y11 − Ỹ
T
11a)g11(Ỹ )|

2 <∞, (13)

E[ψ′(ε11)] 6= 0, (14)

существуют и непрерывны
∂L(δ, a)

∂δ
,
∂L(δ, a)

∂a
в некоторой окрест-

ности (0, a(0)).
Тогда

IF (a(δ), Fζ) =

=
1

E[ψ′(ε11)]
B−1

(
E[ψ(ε11 + ζ11)]E[(g(X01), g(X10), g(X00))

T ]+

+ E[ψ(ε11 − a
(0)
01 ζ01)(g(X01 + ζ01), g(X10), g(X00))

T ]+

+ E[ψ(ε11 − a
(0)
10 ζ10)(g(X01), g(X10 + ζ10), g(X00))

T ]+

+ E[ψ(ε11 − a
(0)
00 ζ00)(g(X01), g(X10), g(X00 + ζ00))

T ]
)
. (15)
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Замечание. Так как случайные поля Xij , νij , ζij предполагаются

стационарными, то поле Zij = ψ
(
Yij − Ỹ T

ij a
)
gij(Ỹ ) как измеримая

функция от Xij , νij , ζij также будет стационарным полем [11, с. 170,
182]. Поэтому по закону больших чисел для стационарных функций
[11, с. 181] при m,n→∞

Lmn(a)→ L(δ, a)

и при разумном выборе функций ψ и g оценка âmn как решение уравне-
ния Lmn(a) = 0 стремится к a(δ) — решению уравнения L(δ, a(δ)) = 0.

Доказательство теоремы. Из условия теоремы следует, что по
теореме о неявной функции в некоторой окрестности точки (0, a(0))
уравнение L(δ, a) = 0 определяет однозначную дифференцируемую
функцию a = a(δ) и

da

dδ

∣
∣
∣
∣
δ=0

= −

∂L(δ, a)

∂δ

∣
∣
∣
∣
δ=0
a=a(0)

∂L(δ, a)

∂a

∣
∣
∣
∣
δ=0
a=a(0)

.

Определим полную группу событий:

Hijkl = {ν11 = i, ν01 = j, ν10 = k, ν00 = l}, i, j, k, l = 0, 1.

По формуле полного математического ожидания [12, с. 90, 230]

L(δ, a) =
1∑

i,j,k,l=0

E
[
ψ
(
Y11 − Ỹ

T
11a
)
g11(Ỹ )|Hijkl

]
P(Yijkl) =

=
1∑

i,j,k,l=0

δi+j+k+l(1− δ)4−i−j−k−lE
[
ψ
(
Y11 − Ỹ

T
11a
)
g11(Ỹ )|Hijkl

]
,

где E
[
ψ
(
Y11 − Ỹ T

11a
)
g11(Ỹ )|Hijkl

]
не зависит от δ. Поэтому

∂L(δ, a)

∂δ

∣
∣
∣
∣
δ=0
a=a(0)

=

= E
[
ψ
(
Y11 − Ỹ

T
11a
(0)
)
g11(Ỹ )|H1000

]
+

+ E
[
ψ
(
Y11 − Ỹ

T
11a
(0)
)
g11(Ỹ )|H0100

]
+

+ E
[
ψ
(
Y11 − Ỹ

T
11a
(0)
)
g11(Ỹ )|H0010

]
+
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+ E
[
ψ
(
Y11 − Ỹ

T
11a
(0)
)
g11(Ỹ )|H0001

]
+

+ E
[
ψ
(
Y11 − Ỹ

T
11a
(0)
)
g11(Ỹ )|H0000

]
;

E
[
ψ
(
Y11 − Ỹ

T
11a
(0)
)
g11(Ỹ )|H1000

]
=

= E
[
ψ
(
X11 + ζ11 − a

(0)
10X01 − a

(0)
01X10 − a

(0)
11X00

)]
×

× E[(g(X01), g(X10), g(X00))
T ] =

= E[ψ(ε11 + ζ11)]E[(g(X01), g(X10), g(X00))
T ].

Аналогично

E
[
ψ
(
Y11 − Ỹ

T
11a
(0)
)
g11(Ỹ )|H0100

]
=

= E[ψ(ε11 − a
(0)
01 ζ01)(g(X01 + ζ01), g(X10), g(X00))

T ],

E
[
ψ
(
Y11 − Ỹ

T
11a
(0)
)
g11(Ỹ )|H0010

]
=

= E[ψ(ε11 − a
(0)
10 ζ10)(g(X01), g(X10 + ζ10), g(X00))

T ],

E
[
ψ
(
Y11 − Ỹ

T
11a
(0)
)
g11(Ỹ )|H0001

]
=

= E[ψ(ε11 − a
(0)
00 ζ00)(g(X01), g(X10), g(X00 + ζ00))

T ],

E
[
ψ
(
Y11 − Ỹ

T
11a
(0)
)
g11(Ỹ )|H0000

]
=

= E[ψ(ε11)]E[(g(X01), g(X10), g(X00))
T ] = 0.

Далее

∂L(δ, a)

∂a

∣
∣
∣
∣
δ=0
a=a(0)

=

=
∂

∂a

(
E
[
ψ
(
Y11 − Ỹ

T
11a
)
g11(Ỹ )|H0000

])∣∣
∣
∣
δ=0
a=a(0)

= −E[ψ′(ε11)]B.

Поэтому

da

dδ

∣
∣
∣
∣
δ=0

=
1

E[ψ′(ε11)]
B−1

(
E[ψ(ε11+ζ11)]E[(g(X01), g(X10), g(X00))

T ]+

+ E[ψ(ε11 − a
(0)
01 ζ01)(g(X01 + ζ01), g(X10), g(X00))

T ]+
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+ E[ψ(ε11 − a
(0)
10 ζ10)(g(X01), g(X10 + ζ10), g(X00))

T ]+

+ E[ψ(ε11 − a
(0)
00 ζ00)(g(X01), g(X10), g(X00 + ζ00))

T ]
)
.

Теорема доказана.

Из теоремы следует, что если функции ψ и g ограничены, то функ-
ционал влияния обобщенных М-оценок ограничен и коэффициент чув-
ствительности к большой ошибке будет конечным.

Для обычных М-оценок g(x) = x и поэтому E[g(Xij)] = E[Xij ] = 0,
а B — ковариационная матрица вектора (X01, X10, X00), следовательно,

IF (a(δ), Fζ) =

=
1

E[ψ′(ε11)]
B−1

(
E[ψ(ε11 − a

(0)
01 ζ01)ζ01],E[ψ(ε11−

− a(0)10 ζ10)ζ10],E[ψ(ε11 − a
(0)
00 ζ00)ζ00]

)T
. (16)

Видно, что ограниченность функции ψ уже не является достаточ-
ной для конечности GES(F, a(δ)). Если ψ ограничена, но

sup
C∈R

∣
∣
∣E[ψ(ε11 − a

(0)
11 C)C

∣
∣
∣ =∞,

то IF (a(δ), Fζ) может быть сколь угодно большим для такой ψ, на-
пример, если ошибки ζij = C являются неслучайными, т.е. ζij = C,
где C ∈ R — произвольная постоянная. Поэтому если класс распреде-
лений F содержит всевозможные δ-функции (функции распределения
постоянных C, C ∈ R), то коэффициент чувствительности к боль-
шой ошибке для обычных М-оценок может быть неограниченным и
М-оценки в этом случае будут неробастными, вообще говоря, даже
для ограниченной функции ψ(x).

Обозначив плотности случайных величин εij и ζij через fε(x) и
fζ(x), получим, что

E[ψ(ε11 − a
(0)
ij ζij)ζij] =

∫ ∞

−∞
ψ(x− a(0)ij y)yfε(x)fζ(y) dxdy.

Отсюда следует, что для конечности коэффициента чувствительности
к большой ошибке достаточно условия

sup
(x,y)∈R2

∣
∣
∣ψ(x− a(0)ij y)y

∣
∣
∣ <∞.

Вычислим функционал влияния для двух частных случаев
М-оценок — оценок наименьших модулей и оценок наименьших квад-
ратов.
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Оценка наименьших модулей — точка минимума функции

LLD(a) =
m∑

i=1

n∑

j=1

|Xij − a10Xi−1,j − a01Xi,j−1 − a11Xi−1,j−1|

или, что равносильно, решение уравнения LLD(a) = 0, где

LLD(a) =
m∑

i=1

n∑

j=1

ψ
(
Xij − X̃

T
ija
)
gij(X̃).

Оценка наименьших модулей — частный случай М-оценки при
ρ(x) = |x| или ψ(x) = sign(x), где

sign(x) =

{
1, если x ≥ 0,

−1, если x < 0.

Отметим, что
sign(x) = 1− 2I({x < 0}),

где I(A) — индикаторная функция множества A. Обозначим через Aζ
σ-алгебру, порожденную случайной величиной ζij . Воспользовавшись
формулой полного математического ожидания, получим

E[ζij sign(ε11 − a
(0)
ij ζij)] = E

(
E[ζij sign(ε11 − a

(0)
ij ζij)|Aζ ]

)
=

= E
(
ζijE[sign(ε11 − a

(0)
ij ζij)|Aζ ]

)
= E

(
ζijE[1− 2Fε(a

(0)
ij ζij)]

)
.

Отметим, что E[ψ′(ε11)] = 2fε(0). Поэтому формула (16) превра-
щается в

IF (a(δ), Fζ) =
1

2fε(0)
B−1(e01, e10, e00)

T , (17)

где eij = E(ζijE[1 − 2Fε(a
(0)
ij ζij)], а Fε — функция распределения слу-

чайных величин εij .
Найдем функционал влияния для оценки наименьших квадра-

тов. Оценка наименьших квадратов является точкой минимума (3) с
ρ(x) = x2 или, что эквивалентно, решением (9) с ψ(x) = x, g(x) = x.
Подставляя в (15) ψ(x) = x, g(x) = x, учитывая независимость ε11 от
ζij , а также, что E[εij ] = 0, E[ψ′(ε11)] = 1, получаем

IF (a(δ), Fζ) = E[ζ
2
00]B

−1
(
a
(0)
01 , a

(0)
10 , a

(0)
00

)T
, (18)

где B — ковариационная матрица вектора (X01, X10, X00).
Сравнение (17) и (18) показывает, что оценки наименьших мо-

дулей предпочтительнее оценок наименьших квадратов, поскольку
IF (a(δ), Fζ) в (17) линейно зависит от ζij , а в (18) — квадратично.
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Заключение. Определены такие инфинитезимальные характери-
стики робастности оценок коэффициентов авторегрессионного поля,
как функционал влияния и коэффициент чувствительности к боль-
шой ошибке. Эти характеристики вычислены для обычных и обобщен-
ных М-оценок, в частности для оценок наименьших модулей и наи-
меньших квадратов. Сделан вывод о предпочтительности обобщенных
М-оценок в условиях искажения наблюдений авторегрессионного поля
грубыми ошибками.
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